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ただし k は2以上の偶数であり , a, b\neq 0 である.方程式は, (t, n)‐平面で右上の方向に発展させる.
定理1.1 ([10]). 方程式 (1.1) は次のような特異点パターンを持つ :
ただし \mathrm{r}_{\dot{\mathrm{m}}}it」 は一般的な初期値であり, \mathrm{r}\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{G} 」 は初期値に依存する有限の値である.すなわち,rinitJ に対
応する x_{t,n} と  x_{1,1}= $\varepsilon$ , を初期値とみなして方程式を発展させ,  $\varepsilon$ に関する展開を見ている.
この特異点パターンから考えられる従属変数の変換は
 x_{t,n}=\displaystyle \frac{f_{t,n}f_{t-1,n-1}}{f_{t-1,n}^{k}f_{t_{)}n-1}^{k}}
であり,方程式 (1.1) の x_{t,n} にこの従属変数変換を施して得られる方程式は
(1.2) f_{t,n}=\displaystyle \frac{-f_{t-2,n-2}f_{t-1,n}^{k}f_{t_{)}n-1}^{k}+af_{t-1}^{k^{2}-}\mathrm{A}_{-1}f_{t,n-2}^{k^{2}}f_{t-1,n}^{k}f_{t-2,n-1}^{k}+bf_{t-1,n-1}^{k^{2}-1}f_{t-2,n}^{k^{2}}f_{t,n-1}^{k}f_{t-1,n-2}^{k}}{f_{t-2,n-1}^{k}f_{t-1,n-2}^{k}}
である.本稿の第一の目的は,この方程式のLaurent性と既約性を証明することである (定理2.7).この結果を




の段階では予想でしかなかった.本稿 §4では,方程式の標数が 0 であり, a, b が何ら関係式を持たない文字変数
であるという条件のもと,この予想を証明する (定理4.2).
2. 方程式 (1.2) のLAURENT性と既約性
この章では,方程式 (1.2) のLaurent 性と既約性を一般のよい領域に対して証明する (定理2.7).
まず,領域に関する用語の導入と,帰納法を用いるための準備をする.
定義2.1. 格子 \mathbb{Z}^{2} 上に直積順序を入れる.すなわち, h=(t, n) , h'=(t', n') \in \mathbb{Z}^{2} に対して
h\leq h' \Leftrightarrow  t\leq t' かつ n\leq n'
である.
定義2.2 (よい領域 [11]).空でない部分集合 H\subset \mathbb{Z}^{2} が(方程式 (1.2) に関して) よい領域であるとは,次の2条
件を満たすことである:
\bullet (t, n)\in H ならば (t+1, n) , (t, n+1)\in H である.




H_{0}=\{(t, n)\in H|(t-2, n-2)\not\in H\}
とおき, H_{0} に対する初期領域と呼ぶ. H_{0} に初期値を与えると,方程式は H 全体に一意的に発展してゆく.
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例2.3 ( \mathrm{L} 字型領域).
H=\{(t, n)\in \mathbb{Z}^{2}|t, n\geq 0\}
はよい領域である. t=0 , 1, n=0 , 1に対応する部分が初期領域となる.この領域は後の証明で用いる.
定義2.4 (d_{H}(h)) . H をよい領域とするとき, d_{H}:H\rightarrow \mathbb{Z}_{>0} を
d_{H}(h)=\#\{h'\in H|h'\leq h\}
で定める.ただし \# は集合の元の個数を表す.以後,混乱の恐れがない場合は  d_{H} を単に d とかく.
補題2.5. h\mathrm{i}, h_{2} \in H がhi \leq h_{2} を満たすならば, d(h\mathrm{i})\leq d(h_{2}) である.等号は h\mathrm{i}=h_{2} のときのみ成立する.
証明. d の定義に用いた集合に
\{h\in H|h\leq h_{1}\}\subset\{h\in H|h\leq h_{2}\}
という包含があるので d(h_{1}) \leq d(h_{2}) は明らかである. h\mathrm{i}\neq h_{2} のとき,h2は右側の集合にのみ含まれるので,
元の個数が一致することはない.ロ
定義2.6. f をLaurent 多項式とする. f }よ,monic なLaurent 単項式9と,単項式で割れない多項式 h を用いて
f=gh
と一意的に書ける.このとき, h を f の多項式成分と呼ぶことにする.
定理2.7. R をUFD とし, a, b\in R を 0 でない元とする.このとき,方程式 (1.2) は任意のよい領域上で Laurent
性を持ち,さらに各項はすべて既約になる.
証明. H\subset \mathbb{Z}^{2} を任意のよい領域とし,初期値を文字とする Laurent 多項式環を
A=R[f_{h_{0}}^{\pm}|h_{0}\in H_{0}]
とおく. f_{h_{0}} (ho\in H_{0}) を初期値とし, h=(t, n)\in H に対して方程式 (1.2) を考える:
f_{\mathrm{t},n}=\displaystyle \frac{-f_{t-2,n-2}f_{t-1,n}^{k}f_{t,n-1}^{k}+af_{t-1,n-1}^{k^{2}-1}f_{t,n-2}^{k^{2}}f_{t-1,n}^{k}f_{t-2,n-1}^{k}+bf_{\mathrm{t}-1,n-1}^{k^{2}-1}f_{t-2,n}^{k^{2}}f_{t,n-1}^{k}f_{t-1,n-2}^{k}}{f_{t-2,n-1}^{k}f_{t-1,n-2}^{k}} .
このとき,
\bullet  f_{h}\in A
\bullet fh は  A の元として既約
となることを, d_{H} (ん) に関する帰納法で示す.なお,証明の過程では h だけでなく H も動かす.すなわち,他に
よい領域 H' と h' \in H があって d_{H'}(h') <d_{H} (ん) だったならば,「帰納法の仮定」 とは 「 f_{h^{l}} が f_{h_{0}} (  h_{0}\in HÓ)
たちの既約な Laurent 多項式となる」 ということを含む.
Step 1
 h\in H_{0} ならばfh は初期値である.よって f_{h}\in A であり,fh は既約である.特に d(h)=1 のとき h\in H_{0} と




とおく. f_{h}=\displaystyle \frac{F}{f_{t-2,n-1}^{k}f_{t-1,n-2}^{k}} なのて, F\hslash^{\dot{1}}A }こおいて f_{t-2,n-1}^{k}f_{t-1,n-2}^{k} で割れることを示せばよい.帰納法
の仮定より f_{t-2,n-1} と f_{t-1,n-2} は既約であり,特に互いに素である (片方の多項式成分にしか登場しない文字
がある). よって, F が f_{t-2,n-1}^{k} と f_{t-1,n-2}^{k} でそれぞれ割り切れることを示せばよい. t と n に関する対称性が
あるので, f_{t-2,n-1}^{k} で割れることだけを言えば十分である.
(t-2,n-1)\in H_{0} のときは自明なので, (t-2, n-1)\not\in H_{0} のときだけを考える.このとき,よい領域の条件
より f_{t-1,n} と f_{\mathrm{t}-1,n-1} はどちらも初期値でない.




とおいたとき F'\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f_{t-2,n-1}^{k} となることを示せばよい.帰納法の仮定より f_{t-2,n-1} は f_{t-3,t-1}, f_{t-2,t-2} ,
f_{t-2,\mathrm{t}-3} と互いに素なので, A を局所化したあと ftk‐2,n‐1(の生成するイデアル) で割った環
A[f_{t-3,n-1}^{-1}, f_{t-2,n-2}^{-1}, f_{t-2,n-3}^{-1}]/(f_{t-2,n-1}^{k})












これで f_{h} の Laurent 性の証明が完了した.以後, f_{h} の既約性を証明する.




である.もし fh が f_{t-1,n} で割れたと仮定すると,両辺の f_{t-1,n} による剰余を取ることで
bf_{t-1,n-1}^{k^{2}-1}f_{t-2,n}^{k^{2}}f_{t,n-1}^{k}f_{t-1,n-2}^{k}\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f_{t-1,n}
となる.しかし,帰納法の仮定より f_{t-1,n-1}, f_{t-2,n}, f_{t,n-1}, f_{t-1,n-2} はいずれも f_{t-1_{)}n} と互いに素なので矛盾で




で定める. S が順序 \leq に関して2つ以上の極小元を持つ場合に,  f_{h} が R の元として既約となることを示す.
N\geq 2 を極小元の個数とする. h^{(i)}=(t^{(i)}, n^{(i)})\in S を相異なる N個の極小元とする.領域 H^{(i)} \subset \mathbb{Z}^{2} を
H^{(i)}=H\backslash \{h_{i}\}
で定める. h^{(i)} は H の \leq に関する極小元でもあるので,  H^{(i)} はいずれもよい領域である.このとき
d_{H(\cdot)}(h)=d_{H}(h)-1
なので,帰納法の仮定より
f_{h}\in A^{(i)} :=R[f_{h_{\mathrm{O}}}^{\pm}|h_{0}\in H_{0}^{(i)}]
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であり,五は A^{(i)} において既約である (i=1, \ldots, N) . ただし H_{0}^{( $\iota$)} は H^{(i)} の初期領域であり,具体的に
H_{0}^{(i)}=\{(t^{(i)}+2, n^{(\cdot)}+2)\}\cup H_{0}\backslash \{h^{(t)}\}
とかける.
環の局所化の包含関係
A\subset A[(\backslash ) =A^{(i)}[f_{h(\cdot\rangle}^{-1}] \supset A^{(i)}
に注目する.九は A^{( $\iota$\rangle} における既約元であり,局所化は既約性を保つので,fh は A[f_{t^{(\cdot)}+2,n^{(\cdot)}+2}^{-1}] における既
約元である.よって,既約元 F^{(i)} \in A と非負整数 rí を用いて
(2.1) f_{h}=f_{t^{(\cdot)}+2,n^{(\cdot)}+2}^{r}F^{(i)}
と N通りの表示ができる.fh が既約でなくなる可能性は, N=2 で
(2.2) f_{h}=uf_{t+2,n^{(1)}+2}(1)f_{t+2,n^{(2)}+2}(2)
となる場合のみに絞られる (u\in A は可逆元). 以下,この可能性を排除する.
もし i=1 , 2のいずれかに対して t^{(e)}+2>t か n +2>n の少なくとも一方が成り立つ場合,文字 f_{h} は
fh に登場しない.例えば, t^{(i)}+2>t のときを考えると, h_{i}\in S の極小性より
(t^{(i)}, n^{(i)}+1) , (t^{(i)}, n^{(i)}+2) , (t^{(i)}+1, n^{(i)}+1) , (t^{( $\iota$)}+1, n^{(?)}+2)
はすべて H_{0} に属する.よって, t'\leq t の範囲でゐ.,n’ が文字 f_{h} を含むのは,初期値である f_{h} 自身のみであ
る.当然,文字 f_{h} は f_{t+2,n^{(\cdot)}+2}(\cdot) の多項式成分に登場するので,fh に文字 f_{h} が登場しないのであれば,式
(2.1) において ri=0 となるしかない.以上より, i= 1 , 2に対し (t^{(i)}+2, n^{( $\iota$)}+2) \leq h が成立する場合に,式
(2.2) の可能性を排除すればよい.
(t-m, n) \in H_{0} となる最小の m をとる.このとき f_{t-m,n} は領域 H で方程式を考えた場合の初期値である.
文字 f_{t-m,n} は九の多項式成分に登場することが容易にわかるので, f_{t+2,n^{(1)}+2}(1), f_{\mathrm{t}^{(2)}+2,n^{(2)}+2} のうち少なく
とも一方は文字 f_{t-m,n} を多項式成分に含む. f_{t+2,n^{(1)}+2}(1) がそうであるとしてよい.このとき, (t-m, n) \leq
(t^{(1)}+2, n^{(1)}+2) であり,特に n\leq n^{(1)}+2 である.一方, n^{(1)}+2\leq n を仮定していたので,結局 n=n^{(1)}+2
となるしかない.
同様に (t, n-\ell)\in H_{0} となる最小の p をとって議論することにより, t=t^{(i)}+2 となる i が存在することが
わかる.もし i= 1 ならば, h= (t^{(1)}+2, n^{(1)}+2) となるが,これは Step 3で既に終えたケースである (なお,
実際にはこの場合は h^{(2)} が存在できないので,そもそも i=2 のケースしかない). 以上より
n=n^{(1)}+2, t=t^{(2)}+2
となることがわかった.
集合 S には2つしか極小元が存在しなかったので,(t‐3, n-3 ) \not\in H である.なぜならば,もし (t-3, n-3)\in H
だったとすると,集合
\{h'\in H|h'\leq(t-3, n-3)\}
の極小元が新たな S の極小元を与えてしまうからである.よって, (t-1, n-1)\in H_{0} である.
方程式 (1.2) より, f_{h} は文字 f_{t-1,n-1} を多項式成分に含む.よって,(2.2) の分解を考えると, f_{t+2,n^{(1)}+2}(1),
f_{\mathrm{t}+2,n^{(2)}+2}(2) の少なくとも一方は文字 f_{t-1,n-1} を多項式成分に含まなければならない. f_{t+2,n+2}(1)(1) がそうで
あるとしてよい.このとき







となるが,Step 3より fh は f_{t-1,n} で割り切れないため矛盾である.
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以上より, S に極小元が2個以上存在する場合に,fh の既約性を証明することができた.以後, S の極小元が
1個であると仮定して fh の既約性を示す.
Step 5
格子全体を平行移動することで, S の唯一の極小元は原点 (0,0) であるとしてよい.このとき,集合 S は
S=\{(t', n')\in \mathbb{Z}^{2}|0\leq t'\leq t, 0\leq n'\leq n\}
と具体的に表示できる.すなわち, S と \mathrm{L} 字型領域 (例2.3) は h以下の部分で完全に一致する.fh の既約性はそ




とおく.帰納法の仮定より 姦は A':=R[f_{h_{0}}^{\pm}|h_{0}\in H'] の元として既約である.局所化の包含関係
A\subset A[f_{22}^{-1}] =A^{r}[f_{00}^{-1}] \supset A'
を用いると,あは,既約元 F\in A と r\geq 0 を用いて
(2.3) f_{h}=f_{22}^{f}F
とかける.よって, f_{h} が環 A において f_{22} で割れないことを示せばよい.Step 3より f_{23}, f_{32}, f_{33} は f_{22} で割れ
ないので,これらの既約性は証明が完了した.
Step 7
あが f_{22} で割れるかどうかは,係数の拡大で不変である.よって, R を R の商体の代数閉包に取りかえるこ
とで,最初から R は代数閉体であったとしてよい.
Step 8
f_{24} と f_{42} が f_{22} で割れないことを示す. t と n に関する対称性があるので, f_{24} についてのみ示せばよい.
初期値 f_{h}。の一部に 0 でない具体的な数値 (R の元) を代入し,残った文字について f_{24} が f_{22} で割れないこ
とを示せばよい.
以下のような初期値を取る:
ただし, t が右方向, n が上方向であ り ,  $\gamma$,  $\delta$ はそれぞれ
 $\gamma$^{k^{2}} \displaystyle \neq \frac{1}{b}, $\delta$^{k^{2}} \neq -\frac{b}{a}
を満たす R の元である (R は代数閉体なのでそのよ う な元は必ず存在する ). この初期値のも とで
f22 = -f_{00} + a$\delta$^{k^{2}} + b
だが, a$\delta$^{k^{2}} + b \neq  0 となる よ う に  $\delta$ を と ったので,f22 は foo の一次式であ り ,  A の可逆元ではない.よ って,
 $\epsilon$ = f22 とおいて計算したと き , f24が  $\epsilon$ で割り切れないこ とを示せばよい.
f23 = a となるよ う に初期値を取ってある こ と を用いて計算をする と
f24 = \displaystyle \frac{1}{b- $\tau$ 1} (-a^{k} + a$\epsilon$^{k^{2}}b^{- $\tau$}1 + b$\gamma$^{k^{2}}a^{k})
= a^{k^{1}}b\mathrm{F} (b$\gamma$^{k^{2}} - 1) + a$\epsilon$^{k^{2}}
となる . よ って f24 は f22 で割 り 切れない.
Step 9
f34 と f43 が f22 で割れないこ と を示す. t と n に関する対称性があるので,f34 についてのみ示す.
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以下のような初期値を取る :
ただし,  $\delta$ は
 $\delta$^{k^{2}}\displaystyle \neq-\frac{b}{a}
を満たす R の元である.
Step 8と同様 f_{22} は f_{00} の一次式であり, A の可逆元ではない.よって,  $\epsilon$=f_{22} とおいて計算したとき, f_{34}
が  $\epsilon$ で割り切れないことを示せばよい.





f34 =\displaystyle \frac{1}{$\epsilon$^{k}}(-(0($\epsilon$^{k^{2}-1}))^{k}(-a^{k}b^{k}+\mathrm{O}($\epsilon$^{k^{2}-1}))^{k}+aa^{k^{2}-\mathrm{I}}b^{k^{2}} (o($\epsilon$^{k^{2}}))^{k}
+ba^{k^{2}-1}(-a^{k}b^{k}+\mathcal{O}($\epsilon$^{k^{2}-1}))^{k}$\epsilon$^{k})
=a^{2k^{2}-1}b^{k^{2}+1}+\mathcal{O}($\epsilon$^{k^{2}-1})
となるので, f_{34} は f_{22} で割り切れない.
Step 10
f_{44} が f_{22} で割れないことを示す.Step 9の初期値を拡張して,次のような初期値を取る:




 f_{42}=\displaystyle \frac{1}{a^{-1} $\tau$} (- $\delta$ b^{k}+a$\gamma$^{k^{2}}b^{k}+b$\epsilon$^{k^{2}}a^{-}1 $\Gamma$)
なので,f42は  $\epsilon$ で割り切れない.Step 9の結果を用いて計算すると,この初期値での時間発展は
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となることがわかる.f44を計算すると




となるが, f_{42} は  $\epsilon$ で割り切れないので加も  $\epsilon$ で割り切れない.
以上で,  t, n\leq 4 のときは海の既約性が証明できた.ここからは, t か n の少なくとも一方が4より大きい場
合に五が既約であることを証明する.
Step 11
残りのケースで fh が既約であることを示す. i, j=0 , 1, 2に対し (t-i, n-j)\neq(2,2) となることが重要で
ある.
領域 H' を
H'=H\backslash \{(i,j)|i,j=0, 1, 2\}
で定めると,明らかに H^{r} はよい領域である. H' は, H を左下から順番に9回発展させたものだと考えるとよ
い.2つの集合
E=\{(0,0) , (0,1), (0,2), (1,0), (1,1), (1,2), (2,0), (2,1
E'=\{(2,3) , (2,4), (3,2), (3,3), (3,4), (4,2), (4,3), (4,4) \}
を用意すると,
H_{0}\backslash HÓ = E, HÓ \backslash Ho =E'
となる.(2, 2) が E, E' のどちらにも含まれないことと,  E\cap E'=\emptyset となることが重要である.
 d_{H'}(h) <d_{H}(h) なので,帰納法の仮定より あは環
A':=R[f_{h\mathrm{o}}^{\pm}|h_{0}\in H']
の元として既約である.局所化の間の包含関係
A\subset A[f_{h_{0}}^{-1}|h_{0}\in E'] =A'[f_{h_{0}}^{-1}|h_{0}\in E] \supset A'
に注目すると,fh は,既約元 F'\in A と喝 \geq 0 ((i,j)\in E') を用いて
f_{h}=F'\displaystyle \prod_{(\cdot,j)\in E'}f_{ij}^{r_{g}'}
とかける. (2, 2)\not\in E^{r} なので,式(2.3) の表示とあわせると,fh が既約でなくなる可能性は
(2.4) f_{h}=uf_{22}f_{tj}’
のみである.ただし, u \in  A は可逆元であり \rangle (i, j) \in  E' である.
今, t, n のうち少なくとも一方が5以上であることを仮定している. t と n に関する対称性より , t \geq  5 だとし
てよい. (t, n - m) \in  H_{0} となる最小の m をとる.このとき,文字 ft,n-m は fh の多項式成分に登場する.しか
し,この文字 ft,n-m はf22には登場しない.さらに, i \leq  4 なので,この文字 ft,n-m はんにも登場しない.よっ
て式 (2.4) のような分解は不可能である.
以上で,すべてのパターンに対し fh の既約性が証明できた ロ
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3. 方程式 (1. 1) の coPRIMENESS 条件
この章では,一般のよい領域に対して方程式 (1. 1) のcoprimenessを証明する.
定義3.1. 空でない部分集合 G\subset \mathbb{Z}^{2} が(方程式 (1.1) に関して) よい領域であるとは,次の2条件を満たすこと
である:
. (t,n)\in G ならば (t+1, n) , (t, n+1)\in G である.




G_{0}=\{(t, n)\in G|(t-1, n-1)\not\in G\}
とおき, G に対する初期領域と呼ぷ.G0に初期値を与えると,方程式は G全体に一意的に発展してゆく.
なお, G_{0} の定義以外はすべて定義2.2と同じである.
定理3.2. G\subset \mathbb{Z}^{2} を方程式 (1.1) に関してよい領域とし, x_{h} を x_{h_{\mathrm{O}}}(h_{0}\in G_{0}) たちの有理関数とみる.このとき,
既約 Laurent 多項式 f_{h}'(h\in H) が存在して,xh は
x_{t,n}=\displaystyle \frac{f_{t,n}'f_{t-1,n-1}'}{f_{t-1,n}^{k}f_{t,n-1}^{;k}}
と分解する.さらに, h\neq h' ならば f_{h}' と f_{h'}' はLaurent 多項式として互いに素である.特に
|t-t'| >1 or |n-n'| >1 \Rightarrow  x_{t,n} と x_{t',n'} は有理関数として互いに素
が成立し,方程式 (1. 1) は任意のよい領域上で coprimeness 条件を満たす.
証明.方程式 (1.1) の初期値問題を方程式 (1.2) の初期値問題と対応させ,定理2.7に帰着させる.
Step 1
H=G-(1,1)
とおく.なお, H は G を左下に1マス平行移動したものである. H は方程式 (1.2) に関してよい領域であり,初
期領域は
H_{0}=G_{0}\cup(G_{0}-(1,1))
で与えられる.よって, (t_{0}, no)\in G_{0} のとき
(t_{0},n_{0}) , (t_{0}-1, n_{0}) , (t_{0}, n_{0}-1) , (t_{0}-1, n_{0}-1)
はいずれも H_{0} の元である.この H 上で方程式 (1.2) を考える.
Step 2
x の初期値がうまく出るように, f の初期値を決定する.条件は
x_{t_{0},n_{0}}=\displaystyle \frac{f_{t_{0},n_{\mathrm{O}}}f_{t_{0}-1,n_{0}-1}}{f_{t_{0}-1,n_{0}}^{k}f_{t_{\mathrm{O}},n_{\mathrm{O}}-1}^{k}} ((t_{0_{\rangle}}n_{0})\in G_{0})
である.
h_{0} \in  H_{0}\backslash G_{0} に対し,文字琉。をそれぞれ用意する.このとき, f_{t,n}' ((t, n) \in H_{0}) に関する無限個の連立方
程式
(3.1) f_{t,n}'= \left\{\begin{array}{ll}
Y_{h} & (h\in H_{0}\backslash G_{0})\\
\frac{x_{t,n}f_{t-1,n}^{;k}f_{t^{k}n-1}'}{f_{t-1,n-1}} & (h\in G_{0})
\end{array}\right.
はただひとつの解を持つ.なぜならば,右辺の f' の添え字は順序 \leq に関して (t, n) 以下のものしかなく,順序 \leq
に関して  f' が小さいほうから順番に決まってゆくからである. h\in H\backslash H_{0} に対しても,初期値 f_{h_{0}}(h_{0}\in H_{0}) に
上の解から決まる初期値 f_{h}'。を代入したものを f_{h}' とかくことにする.このとき,構成方法より任意の (t, n)\in G
に対して
x_{t,n}=\displaystyle \frac{f_{t,n}'f_{t-1,n-1}'}{f_{t-1,n}^{\prime k}f_{t,n-1}^{\prime k}}
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ho \in Ho(初期値の部分) では,  f_{h}'。は琉 (h\in H_{0}\backslash G_{0}) と x_{h}(h\in G_{0}) のLaurent 単項式になる.このとき f_{h_{0}}'
に登場する文字の添え字は h_{0} 以下のものだけであり,さらに









方程式 (1.1) において, t 方向が m 方向での p 個分, n 方向が m 方向での q個分というリダクションを考え
ると
(4.1) x_{m}=-x_{m-p-q}+\displaystyle \frac{a}{x_{m-\mathrm{q}}^{k}}+\frac{b}{x_{m-p}^{k}}




という方程式が得られる.今後の都合上,この方程式の初期値は f_{2\mathrm{q}-2p-2} , . . . , f_{-1} だと考えることにする.
方程式 (1.2) が一般の領域の上で Laurent 性を持つことと,リダクションが Laurent 性を保つことから,次の
命題が従う [12].
命題4.1. 方程式 (4.2) はLaurent 性を持つ.
この章の目的は,次の定理を証明することである.
定理4.2. a, b は関係式を持たない不定元であるとする. p\neq q ならば,方程式 (4.2) の解は \mathbb{Z}[a, b] 係数の Laurent
多項式として既約になる.特に,このとき方程式 (4. 1) はcoprimeness条件を満たす.
注意4.3. p=q のときは,方程式の項の数が減ってしまうので,他の場合と比べて大きな違いが生じる.なお,





以後,本稿では p\neq q の場合のみを考えるが, p と q に関する対称性があるので, p<q を仮定してもよい.さ
らに, p, q が共通因子を持つ場合は,格子自体が複数の軌道に分解し,各軌道上で方程式を考察することになる.
よって, p と q は互いに素であると仮定して一般性を失わない.
定理4.2の証明は, p, q に関する場合分けをすることによって行うが,証明に入る前に,今後何度も用いる補
題を復習しておく.なお,補題の証明は [7] で与えられている.
補題4.4 ([7], Lemma 2). R をUFD とする.2つの独立変数の組 (pi, . . . , p_{m} ) と (qi, . . . , q_{m} ) の間に
. 各恥は q_{1} , . . . , q_{m} の R係数 Laurent 多項式である
\bullet 各  q_{J} は p_{1} , . . . , p_{m} の R係数 Laurent 多項式であり,Laurent 多項式として既約である
という関係があったとする.さらに) pj に関する既約Laurent多項式 f\in R[p_{1}^{\pm}, . . . ,p_{m}^{\pm}] が,変数 qjでは
f=g(q_{1}, \ldots, q_{m})
と表示できたとする (g \in R[q_{1}^{\pm}, \ldots, q_{m}^{\pm}]) . このとき,整数 r_{1} , . . . , r_{m} と,qj に関する既約 Laurent 多項式
\tilde{g}\in R[q_{1}^{\pm}, . . . , q_{m}^{\pm}] があって
g=p_{1}^{r_{1}}\cdots p_{m}^{r_{m}}\tilde{g}
が成り立つ.
4.1. p=1, q=2 の場合.この場合,方程式は
(4.3) f_{m}=\displaystyle \frac{-f_{m-1}^{k}f_{m-2}^{k}f_{m-6}+af_{m-1}^{k}f_{m-3}^{k^{3}-1}f_{m-4}^{k^{2}+k}+bf_{m-2}^{k^{2}+k}f_{m-3}^{k^{2}-1}f_{m-5}^{k}}{f_{m-4}^{k}f_{m-5}^{k}}
となる.
補題4.5. f_{m}(m\geq 0) は f_{-6} の多項式であり,定数項は 0 ではない.
証\Re. x_{m}= \displaystyle \frac{f_{m-1}^{k}f^{k}m-2}{f_{m}f_{m-3}} なのて’, x_{-3}=0 を代入した際,任意の  m\geq -2\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\leftarrow}'対して x_{m} が 0 にならないこと
を言えばよい. x_{-3}=0 と a=0 を代入すると, x_{m} は
x_{m}=\displaystyle \frac{b}{x_{m-1}^{k}}-x_{m-3}




なので, \mathrm{c}_{m} >0 である.よって x_{m} に x_{-3}=0, a=0 を代入したものは 0とはならない.ロ
補題4.6. 方程式 (4.3) に
a=b=0, f_{-6}=t, f_{-5}=\cdots=f_{-1}=1
を代入したものを考える.このとき, f_{m} は f_{m}=\pm t^{$\alpha$_{m}} という形になり, $\alpha$_{m} は
$\alpha$_{m}=k($\alpha$_{m-1}+$\alpha$_{m-2}-$\alpha$_{m-4}+$\alpha$_{m-5}+)+$\alpha$_{m-6} (m\geq 0) ,
$\alpha$_{-6}=1, $\alpha$_{-5}=\cdots=$\alpha$_{-1}=0
を満たす.特に, m\geq 6 では $\alpha$_{m}> (k-1)$\alpha$_{m-1} である.
証明.前半は f_{m} の満たす方程式から明らかであり,後半は帰納的に証明される.口
定理4.2の証明 (p=1, q=2) . m に関する帰納法と,補題4.4を用いて証明する.
Step 1
fo は f_{-6} の1次式なので既約であり,明らかに可逆元でない.
Step 2




fi\displaystyle \equiv\frac{bf_{-1}^{k^{2}+k}f_{-2}^{k}}{f_{-3}^{k}} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f_{0}
であり,ゐは f_{-6} の1次式なので, f_{1} がゐで割れることはない.よって r=0 でなければならず, f_{1} は既約で
あり,んと互いに素である.
\displaystyle \frac{\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{p}3}{\prod\overline{-}\Re}にして,ゐは既約元 F と非負整数 r を用いて f_{2}=f_{0}^{f}F と表せるが,
f_{2}\displaystyle \equiv\frac{af_{1}^{k}f_{-l}^{k^{2}-i}f_{-2}^{k^{2}}}{f_{-3}^{k}}\not\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f_{0}
なので, f_{2} は既約である.なお, f_{2} が f_{1} と互いに素であることは,後でまとめて証明する.
同様にして







-f_{3}^{k}f_{2}^{k}f_{-2}+bf_{2}^{k^{2}+k}f_{1}^{k^{2}-1}f_{-1}^{k}\displaystyle \equiv\frac{f_{1}^{k^{2}-1}f_{2}^{k^{2}+k}}{f_{-1}^{k^{2}}f_{-2}^{k^{2}-1}}(-f_{1}f_{-3}^{k}+bf_{-1}^{k^{2}+k}f_{-2}^{k^{2}-1}) \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f_{0}^{k+1}
\displaystyle \equiv\frac{f_{1}^{k^{2}-1}f_{2}^{k^{2}+k}}{f_{-1}^{k^{2}}f_{-2}^{k^{2}-1}} (\frac{f_{2}^{k}f_{-2}-af_{0}^{k^{3}+k}f_{-2}^{k^{2}-1}}{f_{-4}^{k}}f_{0}^{k}) \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f_{0}^{k+1}
である.よって
血 =\displaystyle \frac{-f_{3}^{k}f_{2}^{k}f_{-2}+bf_{2}^{k^{2}+k}f_{1}^{k^{2}-1}f_{-1}^{k}+\mathcal{O}(f_{0}^{k^{2}+k})}{f_{0}^{k}f_{-1}^{k}}




んの既約性を示す.Step 4の結果を用いて, f_{0}^{k+1} による剰余を取りながら計算すると
-f_{4}^{k}f_{3}^{k}f_{-1}+af_{4}^{k}f_{2}^{k^{2}-1}f_{1}^{k^{2}+k}\equiv f_{4}^{k} (- ( \displaystyle \frac{-f_{-3}f_{2}^{k}f_{1}^{k}}{f_{-1}^{k}f_{-2}^{k}}ノ kf_{-1}+af_{2}^{k^{2}-1}f_{1}^{k^{2}+k})
\displaystyle \equiv\frac{f_{4}^{k}f_{2}^{k^{2}-1}f_{1}^{k^{2}}}{f_{-1}^{k^{2}-1}f_{-2}^{k^{2}}}(-f_{2}f_{-3}^{k}+af_{1}^{k}f_{-1}^{k^{2}-1}f_{-2}^{k^{2}})
\displaystyle \equiv\frac{f_{4}^{k}f_{2}^{k^{2}-1}f_{1}^{k^{2}}}{f_{-1}^{k^{2}-1}f_{-2}^{k^{2}}} (-\frac{(-f_{0}^{k}f_{-4}+af_{-2}^{k^{2}+k}f_{-1}^{k^{2}-1})f_{1}^{k}}{f_{-2}^{k}f_{-3}^{k}}f_{-3}^{k}+af_{1}^{k}f_{-1}^{k^{2}-1}f_{-2}^{k^{2}})
\displaystyle \equiv\frac{f_{4}^{k}f_{2}^{k^{2}-1}f_{1}^{k^{2}+k}f_{0}^{k}f_{-4}}{f_{-1}^{k^{2}-1}f_{-2}^{k^{2}+k}} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f_{0}^{k+1}
となるので
f_{5}\displaystyle \equiv\frac{f_{4}^{k}f_{2}^{k^{2}-1}f_{1}^{k^{2}}f_{-4}}{f_{-1}^{k^{2}-1}f_{-2}^{k^{2}+k}}+b\frac{f_{3}^{k^{2}+k}f_{2}^{k^{3}-1}}{f_{1}^{k}} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} fo
=\displaystyle \frac{f_{2}^{k^{2}-1}}{f_{-1}^{k^{2}-1}f_{-2}^{k^{2}+k}f_{1}^{k}}(f_{4}^{k}f_{1}^{k^{2}+k}f_{-4}+bf_{3}^{k^{2}+k}f_{-1}^{k^{2}-1}f_{-2}^{k^{2}+k})
である.よって, F= f_{4}^{k}f_{1}^{k^{2}+1}f_{-4}+bf_{3}^{k^{2}+k}f_{-1}^{k^{2}-1}f_{-2}^{k^{3}+k} とおいたときに  F\not\equiv  0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f\mathrm{o} となることを示せば
よい.
漏に特別な初期値 f_{-6}=a+b, f_{-5} =\cdots=f_{-1} =1 を代入し,さらにパラメータを a> 1, b>0 と取った
ものを 9m とおく.このときgo =0 であり
g_{1}=b>0, g_{2}=ab^{k}>0, g_{3}=-a^{k}b^{k^{2}+k}<0, g_{4}=b^{k^{3}+2k^{2}-1}a^{k^{2}+k}(a-1)>0
となる.よって
g_{4}^{k}g_{1}^{k^{2}+k}g_{-4}>0, bg_{3}^{k^{2}+k}g_{-1}^{k^{2}-1}g_{-2}^{k^{2}+k}>0
であり,この初期値とパラメータのもとで F>0 となるため, F はんで割り切れない.よってんは既約である.
Step 6
同様にして f_{6} を計算すると
f_{6}\displaystyle \equiv\frac{f_{3}^{k^{2}-1}}{f_{2}^{k}f_{1}^{k}}(af_{5}^{k}f_{2}^{k^{2}+k}+bf_{4}^{k^{2}+k}f_{1}^{k}) \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f_{0}
となる.よって, F=af_{5}^{k}f_{2}^{k^{2}+k}+bf_{4}^{k^{2}+k}f_{1}^{k} とおいたとき, F\not\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} fo であることを示せばよい Step 5と
同じ初期値とパラメータを代入すると F>0 となることがすぐにわかるので, F はんで割り切れない.よって
あは既約である.
Step 7
fo, . . . , あのうちどの2つも互いに素であることを示す.ゐ と fj (i > j) が互いに素でなかったとすると,
f_{l}=ufj (u は可逆元) とかける.しかし,補題4.6より u は因子 t^{ $\alpha$.-$\alpha$_{\mathrm{J}}} を含む.したがって,乃を t の多項式と
見ると定数項は 0 ということになってしまうが,これは補題4.5に反する.よって fi と乃は互いに素である.
Step 8
m\geq 7 で茄が既約となることを示す.補題4.4より,既約元 F, F' と非負整数 rj を用いて
f_{7}=f_{0}^{r0}F=f_{1}^{r_{1}}\cdots f_{6}^{\mathrm{r}\mathrm{e}}F'





Step 7と完全に同様の議論によって, i>j に対し f_{i} と乃は互いに素であることがわかる.
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\displaystyle \frac{\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{p}10}{T@}式 (4.1) がcoprimeness 条件を満たすことを示す.すなわち, x_{m}\in \mathbb{Q}(x_{-3}, x_{-2}, x_{-1)}a, b) と考えたとき,
|m-m'| >3 ならば x_{m} と x_{m'} は互いに素であることを示す.
f の方程式において,初期値を
f‐3 =x‐3f二$\varepsilon$^{1}(f_{-5}f_{-4})^{k}, f_{-2}=x_{-2}f_{-5}^{-1}(f_{-4}f_{-3})^{k}, f_{-1}=x_{-1}f_{-4}^{-1}(f_{-3}f_{-2}) 鳶
ととったものを考える.このとき
f_{m}\in \mathbb{Z}[f_{-6}^{\pm}, f_{-5}^{\pm}, f_{-4}^{\pm}, x_{-3}^{\pm}, x_{-2}^{\pm},x_{-1}^{\pm}, a, b]
となるが,これまでの結果より 漏は既約であり, f_{m} と f_{m'} は互いに素である.あとは, x_{m} を構成するのに必
要な f の番号を見ればよい ロ
4.2. p=1, q=2 以外の場合. p=1, q=2 でなければ,方程式に登場するシフト p, q, 2p,p+q, 2q, 2p+q,p+2q
の中に一致するものはないことに注意する.
今後さらに細かい場合わけを行うが,その前にいくつかの補題を準備する.
補題4.7. s\geq 0 に対し f_{s} は f_{-2p-2\mathrm{q}}, f_{-2\mathrm{p}-2q+1)}\ldots, f_{-p-2q-1} の多項式であり,定数項は 0 でない.この性質
は, a=0 あるいは b=0 を代入した場合にも成立する.
証明.補題4.5の証明と同様である. x_{m} の式において x_{-p-q} =. . . = x_{-q-1} = 0 とおき,さらに a = 0 あるい
は b = 0 を代入した場合) x_{m} のほかの初期値に対する次数を調べると,任意の m に対して x_{m} \neq  0 となること
から従う.口
補題4.8. a = b = 0 を代入したときの f_{s} の f_{-2p-2\mathrm{q}+j(j} = 0, \ldots )  p- 1 ) に関する次数を \mathrm{c}_{s}^{()}J とし, c_{s} =
(c_{s}^{(0)}, \ldots, c_{s}^{(p-1)}) とおく.
(i) s\geq j に対し \mathrm{c}_{s}^{(j)}=c_{s-J}^{(0)} である.
(ii) f_{ $\varepsilon$}=u\displaystyle \prod_{ $\gamma$\in J}f_{j} (u は可逆元) という関係式が成立すれば, c_{s}=\displaystyle \sum_{g\in J^{Cj}} である.
(iii) f_{ $\varepsilon$} とゐがどちらもLaurent 多項式として既約なとき, c_{s}\neq c_{r} であれば, f_{s} と f_{r} は互いに素である.
証明,(i) a=b=0 では
f_{ $\vartheta$}=-\displaystyle \frac{f_{s-p}^{k}f_{ $\varepsilon$-q}^{k}f_{s-2p-2q}}{f_{s-2p-q}^{k}f_{s-\mathrm{p}-2q}^{k}}
なのでよい.
(ii) u は可逆元なので a, b を含まない.さらに,補題4.7より u は文字 f_{-2p-2q} , . . . , f_{-p-2q-1} を含まない.よっ
て,関係式ゐ =u\displaystyle \prod_{j\in J}f_{j} に a=b=0 を代入し,次数に着目することで c_{s}=\displaystyle \sum_{j\in J^{\mathcal{C}j}} を得る.
(iii) f_{s} と f_{f} がどちらも既約だが互いに素でないとすると,可逆元 u が存在して f_{ $\theta$}=uみとなるので,(ii) より
\mathrm{c}_{s}=c_{f} となる.対偶を取ることで, c, \neq c_{r} ならば f_{s} と f_{r} は互いに素であることがわかる.ロ
補題4.9. s\neq ip+jq(i,j\in \mathbb{Z}\geq 0) または 0\leq s\leq p+q であれば, f_{s} は既約である.
証明.
Step 1
s=0 , . . . ,p-1 のときを考える. f_{ $\varepsilon$} は定数項が 0 でない f_{-2p-2q+ $\varepsilon$} の1次式なので,既約であり可逆元でな
い.なお, f_{s} は初期値 f_{-2p-2q+i}(0\leq i\leq p-1,i\neq s) を含まない.
Step 2
s\neq ip+jq (i,j \in \mathbb{Z}\geq 0) のときを考える. f_{m}(m\geq 0) が初期値 f_{-2\mathrm{p}-2q} を含むのは, m=ip+jq(i,j は非負
整数) と書けるときのみであることが帰納的にわかるので, f_{ $\delta$} は初期値 f_{-2p-2\mathrm{q}} を含まない.補題4.4より,既








を代入したものを g_{m} とおく.このとき g_{0}=0 であり
g_{8}=\displaystyle \frac{-g_{s-2p-2\mathrm{q}}g_{s-p}^{k}g_{s-q}^{k}+(ag_{ $\varepsilon$-\mathrm{p}}^{k}g_{s-2q}^{k^{2}}g_{s-2\mathrm{p}-q}^{k}+bg_{s-q}^{k}g_{s-2p}^{k^{2}}g_{s-p-2q}^{k})9_{s-p-q}^{k^{2}-1}}{g_{s-\mathrm{p}-2\mathrm{q}}^{k}g_{s-2p-q}^{k}}
となるが,分子の第1項が非負,第2項が正となるので g_{s} >0 である.
Step 2と同様,既約元 F と非負整数 r を用いて f_{s} =f_{0}^{r}F と表示できるが, g_{0}=0, g_{s} >0 なので, r=0 で
なければならない.以上より f_{s} は既約である 口
補題4.10. C_{p,q}, \overline{C}_{p,q} を
C_{p,q}=\displaystyle \frac{f_{\mathrm{p}}^{k^{2}-1}f_{q}^{k^{2}}f_{2\mathrm{p}}^{k}}{f_{-q}^{k^{2}-1}f_{-\mathrm{p}}^{k^{2}}f_{-2q}^{k}f_{\mathrm{p}-q}^{k}}, \tilde{C}_{p,q}=\frac{f_{p}^{k^{2}}f_{q}^{k^{2}-1}f_{2q}^{k}}{f_{p}^{\underline{k}^{2}-1}f_{q}^{\underline{k}^{2}}f_{-2p}^{k}f_{-p+\mathrm{q}}^{k}}
で定義する.このとき
f_{2p+q}\displaystyle \equiv C_{p,q}(f_{p-q}^{k}f_{-p-2q}-af_{\mathrm{p}-2q}^{k^{2}}f_{-p-q}^{k}f_{-q}^{k^{2}-1})+\frac{af_{p+q}^{k}f_{2p-q}^{k^{3}}f_{p}^{k^{3}-1}}{f_{p-q}^{k}} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f_{0},




= (\displaystyle \frac{f_{p}^{k^{2}-1}f_{q}^{k^{2}}}{f_{\mathrm{q}}^{\underline{k}^{2}-1}f_{p}^{\underline{k}^{2}}}) (-f_{p}f_{-p-q}^{k}+bf_{p-q}^{k}f_{-q}^{k^{2}-1}f_{-p}^{k^{2}})
\displaystyle \equiv (\frac{f_{\mathrm{p}}^{k^{2}-1}f_{q}^{k^{2}}}{f_{-q}^{k^{2}-1}f_{p}^{\underline{k}^{2}}}) \frac{(f_{p-q}^{k}f_{-p-2q}-af_{p-2\mathrm{q}}^{k^{2}}f_{-\mathrm{p}-q}^{k}f_{-q}^{k^{2}-1})f_{0}^{k}}{f_{-2\mathrm{q}}^{k}}
なので
f_{2\mathrm{p}+q}=\displaystyle \frac{(-f_{p+q}^{k}f_{-q}+bf_{p}^{k^{2}-1}f_{q}^{k^{3}}f_{p-q}^{k})f_{2p}^{k}}{f_{\mathrm{p}-q}^{k}f_{0}^{k}}+\frac{af_{p+q}^{k}f_{2p-\mathrm{q}}^{k^{2}}f_{p}^{k^{2}-1}}{f_{\mathrm{p}-q}^{k}}




= (\displaystyle \frac{f_{p}^{k^{2}}f_{q}^{k^{2}-1}}{f_{-\mathrm{p}}^{k^{2}-1}f_{-q}^{k^{2}}}) (-f_{-p-q}^{k}f_{q}+af_{-\mathrm{P}+q}^{k}f_{-p}^{k^{2}-1}f_{-q}^{k^{2}})
\displaystyle \equiv (\frac{f_{p}^{k^{2}}f_{q}^{k^{2}-1}}{f_{\mathrm{p}}^{\underline{k}^{2}-1}f_{-q}^{k^{2}}}) \frac{(f_{-p+q}^{k}f_{-2p-q}-bf_{-2p+\mathrm{q}}^{k^{2}}f_{-p-\mathrm{q}}^{k}f_{-p}^{k^{2}-1})f_{0}^{k}}{f_{-2p}^{k}} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f_{0}^{k+1}
なので
f_{p+2q}\displaystyle \equiv\frac{(-f_{p+q}^{k}f_{-p}+af_{p}^{k^{2}}f_{-p+q}^{k}f_{q}^{k^{2}-1})f_{2q}^{k}}{f_{-p+q}^{k}f_{0}^{k}}+\frac{bf_{p+\mathrm{q}}^{k}f_{-p+2q}^{k^{2}}f_{\mathrm{q}}^{k^{2}-1}}{f_{-p+q}^{k}}
\displaystyle \equiv (\frac{f_{p}^{k^{2}}f_{q}^{k^{2}-1}f_{2q}^{k}}{f_{p}^{\underline{k}^{2}-1}f_{-q}^{k^{2}}f_{-2p}^{k}f_{-\mathrm{P}+\mathrm{q}}^{k}}) (f_{-p+q}^{k}f_{-2\mathrm{p}-q}-bf_{-2p+q}^{k^{2}}f_{p-q}^{\underline{k}}f_{p}^{\underline{k}^{2}-1})+\frac{bf_{p+\mathrm{q}}^{k}f_{-p+2q}^{k^{2}}f_{q}^{k^{2}-1}}{f_{-p+q}^{k}}
である.口
4.2.1. p=1, q\geq 3 の場合. p=1, q\geq 3 の場合,方程式は
f_{s}=\displaystyle \frac{f_{s-1}^{k}f_{s-q}^{k}(-f_{s-2-2q})+(af_{s-1}^{k}f_{s-2q}^{k^{3}}f_{s-2-q}^{k}+bf_{s-\mathrm{q}}^{k}f_{s-2}^{k^{2}}f_{s-1-2\mathrm{q}}^{k})f_{s-1-q}^{k^{2}-1}}{f_{s-1-2\mathrm{q}}^{k}f_{s-2-q}^{k}}
とかける.
定理4.2の証明 (p=1, q\geq 3) . 補題4.9より, 0\leq s\leq q+1 では f_{8} は既約である.




1 & (-2q-1\leq m\leq-1, m\neq-2q)
\end{array}\right.
を代入し,さらにパラメータとして a=b=1 ととったものを g_{s} とおく. 90=0 である. s に関する帰納法と g、
を用いて既約性を示してゆく.
Step 1
g_{s}\neq 0 ならば f_{s} は既約であることを示す.
補題4.4より,非負整数 r と既約元 F が存在して f_{s}=f_{0}^{r}F とかける. r>0 だと仮定すると,両辺に上記の
初期値を代入することで g, =0 となってしまう.よって, g。 \neq 0 ならば f_{s} は既約である.










1 & (3\leq s\leq q-1, s: \text{奇数})\\















q+3\leq s\leq 2q-1 の場合を考える.なお, q=2 の場合,この範囲は存在しないので考える必要はない.









となる.Step 2の計算結果とあわせることで, r が奇数のときに g_{\mathrm{q}+r+2}>0 となり, r が偶数のときに g_{r}<0 と




以上より, q+3\leq s\leq 2q-1 の場合に g_{s}\neq 0 となる.よって,この範囲で f_{s} は既約である.
Step 5
g_{2q}\neq 0 となることを示す.
f_{2q}\displaystyle \equiv\frac{-f_{2q-1}^{k}f_{q}^{k}f_{-2}+bf_{q}^{k}f_{2q-2}^{k^{2}}f_{-1}^{k}f_{q-1}^{k^{3}-1}}{f_{-1}^{k}f_{q-2}^{k}} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f_{0}
なので,Step 2の計算結果を用いると
g_{2q}=\displaystyle \frac{g_{\mathrm{q}}^{k}}{g_{q-2}^{k}}(-g_{2q-1}^{k}+g_{q-1}^{k^{2}-1_{9_{2q-2}^{k^{2}})}}
となる.よって, G=-g_{2q-1}^{k}+g_{\mathrm{q}-19_{2\mathrm{q}-2}^{k^{2}}}^{k^{2}-1} とおいたとき G\neq 0 となることを示せばよい.
q が偶数のとき q\geq 4 かつ g_{q-1}=1 なので, G=0 となるためには g_{2q-1}=\pm g_{2\mathrm{q}-2}^{k} となるしかない.しかし
g_{2q-1}=(N_{q-3}-1)g_{2q-2}^{k}+N_{q-3}g_{2\mathrm{q}-3}^{k^{2}}>g_{2q-2}^{k}
なので G=0 とはならない.
q が奇数のとき, g_{\mathrm{q}-1}=2^{k^{9-3}}, g_{q-1}^{k^{2}-1}=N_{q-2} なので
G=-g_{2q-1}^{k}+N_{q-2}g_{2q-2}^{k^{2}}
である. q = 3 のとき,直接計算で G \neq  0 がわかる. q \geq  5 のとき, N_{q-2} = N_{q-3}^{k} なので, G = 0 とな
るためには g_{2\mathrm{q}-1} = \pm N_{q-3g_{2q-2}^{k}} となるしかない.しかし, g2q-1 = (N_{\mathrm{q}-3} - 1)f_{2q-2}^{k}+N_{q-3}f_{2q-3}^{k^{2}} なので,
このとき g_{2\mathrm{q}-2}^{k} = N_{\mathrm{q}-3g_{2q-3}^{k^{2}}} となる.これを繰り返すと,結局 G = 0 のためには g_{q+2}^{k} = N_{1g_{q+1}^{k^{2}}} , つまり
2^{k^{\mathrm{q}+1}} =2^{k^{2}-1}2^{k}“+2 が必要となるが,これはどのような正の偶数 k に対しても成り立たない.よって G=0 と
なることはない.
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以上より g_{2q}\neq 0 であり, f_{2q} は既約である.
Step 6
g_{2q+1} \neq 0 となることを示す.
補題4.10より
g_{2q+1}=g_{q}^{k^{2}-1}g_{2q}^{k}(g_{\mathrm{q}-1}^{k}-g_{q-2}^{k^{2}})+\displaystyle \frac{g_{q+1}^{k}g_{2\mathrm{q}-1}^{k^{2}}g_{q}^{k^{2}-1}}{g_{\mathrm{q}-1}^{k}}
である. q が奇数ならば, g_{\mathrm{q}-2}=1 , g_{\mathrm{q}-1}=2^{k^{\mathrm{q}-3}} なので, g_{2q+1} >0 となることがすぐにわかる.
q が偶数のとき,Step 4の関係式を用いると, 2\leq r\leq q-3 において
g_{q+r+2}\equiv 1 mod3, g_{2q}\equiv-1 mod3
となることがわかる. g_{q-1}^{k}-g_{q-2}^{k^{2}}\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3 であり, g_{\mathrm{q}+1}, g_{2q-1}, g_{q}, g_{\mathrm{q}-1} はいずれも3の倍数でないので,上
の式を3で割ったあまりを見ることで
g_{2\mathrm{q}+1}\not\equiv 0 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3
となる.




だが,括弧の中は正なので g_{2q+2}\neq 0 である.よって f_{2\mathrm{q}+2} は既約である.
Step 8
s>r\geq 0 のときゐ と f_{r} が互いに素であることを示す.補題4.8の c_{j}^{(0)} は
c_{0}^{(0)}=c_{-2q-2}^{(0)}=1, c_{-1}^{(0)}=\cdots=c_{2q-1}^{(0)}=0,
c_{j}^{(0)}=k(c_{j-1}^{(0)}+c_{j-q}^{(0)}-c_{j-2-q}^{(0)}-c_{J-1-2\mathrm{q}}^{(0)})+c_{J-2-2\mathrm{q}}^{(,0)} (j\geq 1)
を満たすので, j \geq -2q-1 で c_{J}^{(0)} \geq k\mathrm{c}_{j-1}^{(0)} が成り立つことが帰納的にわかる.よって c_{s}^{(0)} >c^{(0)} となるため,
補題4.8の(iii) より f_{s} と f_{r} は互いに素である.
Step 9
方程式 (4.1) がcoprimeness 条件を満たすことは, p=1, q=2 の場合の Step 10と完全に同様である.口
4.2.2. p=2 の場合. p=2 の場合, q は奇数となり,方程式は
f_{s}=\displaystyle \frac{f_{ $\varepsilon$-2}^{k}f_{s-q}^{k}(-f_{s-2q-4})+(af_{s-2}^{k}f_{s-2q}^{k^{2}}f_{ $\varepsilon$-q-4}^{k}+bf_{s-q}^{k}f_{ $\varepsilon$-4}^{k^{2}}f_{s-2q-2}^{k})f_{s-\mathrm{q}-2}^{k^{2}-1}}{f_{s-2q-2}^{k}f_{ $\varepsilon$-q-4}^{k}}
とかける.




1 & (-2q-3\leq m\leq-1, m\neq-2q)
\end{array}\right.
を代入し,さらにパラメータとして a=b=1 ととったものを g_{s} とおく. g_{0}=0 である. p=1, q=2 の場合と
同様, s\geq 1 に対し g_{s}\neq 0 であることを示せばよい.
Step 1
1\leq s\leq q+4 に対し g_{ $\delta$}\neq 0 となることを示す.
計算をすると




で定義すると, 1\leq s\leq q-1 に対して
g_{s}= \left\{\begin{array}{ll}
N_{i} & (s=4i)\\
1 & (s\neq 4i)
\end{array}\right.
となる.簡単な計算により, s=q, q+1, q+2, q+3 では
g_{q}=g_{q-2}^{k}=1, g_{q+1}=g_{q-3}^{k^{2}}, g_{q+2}=-g_{q}^{k}=-1, g_{q+3}=g_{\mathrm{q}-1}^{k^{2}}
となることがわかる.補題4.10より
g_{q+4}= \displaystyle \frac{f_{q+2}^{k}f_{-q+4}^{k^{2}}f_{2}^{k^{2}-1}}{f_{2-\mathrm{q}}^{k}}=1\neq 0
である.以上より, 1\leq s\leq q+4 に対し g_{s}\neq 0 となる.
Step 2










となることがわかる. r が奇数であれば,上の式から明らかに g_{q+f+4}\neq 0 である. r が偶数のとき N_{i+1}^{k}/N_{i}^{k}=
N_{2i+1} は2で割り切れるので, g_{\mathrm{q}+r+4}\equiv g_{q+r+2} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2 となり,帰納的に
g_{q+r+4}\equiv 1 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2
となる.よって,いずれの場合も g_{s}\neq 0 である.
Step 3
s=2q, 2q+1 に対し g_{s} \neq 0 となることを示す.
g_{2q}=-g_{2q-2}^{k}+g_{2q-4}^{k^{2}}
だが, q は奇数なので,Step 2より, g_{2q-2} と g_{2q-4} のうち一方が1で残りは 2^{ $\alpha$} ( $\alpha$ > 0) の形である.よって
g_{2q}\neq 0 である.
s=2q+1 の場合,方程式から
g_{2q+1}\equiv f_{2q-3}\equiv 1 \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2
となるので g_{2q+1}\neq 0 である.
Step 4
g_{2q+2}\neq 0 を示す.補題4.10にこれまでの初期値を代入する. g_{q+2}=-1, g_{\mathrm{q}}=g_{q-2}=g_{q-4}=1 となること













だが,分子の括弧の中は正なので 92q+4\neq 0 である.
ここまでで, 0\leq s\leq 2p+4 に対し f_{s} が既約となることが示せた.
Step 7
0\leq s<r\leq 2p+4 に対し, f_{s} と f_{r} が互いに素であることを示す.補題4.8の c_{J}^{(0)} は
c_{0}^{(0)}=c_{-2q-4}^{(0)}=1, c_{-1}^{(0)}=\cdots=c_{2q-3}^{(0)}=0,
\mathrm{c}_{j}^{(0)}=k(c_{J-2}^{(0)}+c_{j-q}^{(0)}-c_{j-4-q}^{(0)}-c_{g-2-2q}^{(0\rangle})+c_{j-4-2q}^{(0)} (j\geq 1)
を満たす. 0\leq j\leq 2q+4 では
c_{2 $\iota$}^{(0)}=k^{t} (0\displaystyle \leq i\leq q-1) , c_{2i+1}^{(0)}=0 (0\leq i\leq \frac{q-1}{2}) , c_{\mathrm{q}}^{(0)}=k,
c_{\mathrm{q}+2i}^{(0)}=k(c_{q+2( $\iota$-1)}^{(0)}+c_{2i}^{(0)}-c_{2(i-2)}^{(0)}) =(i+1)k^{i+1}-(i-1)k^{i-1} (1\leq i\leq q-1) ,
c_{2q}^{(0)}=k^{q}+k^{2}, c_{2\mathrm{q}+2}^{(0)}=k(c_{2\mathrm{q}}^{(0)}+\mathrm{c}_{q+2}^{(0)}-c_{0}^{(0)}) =k^{q+1}+3k^{3}-k,
c_{2q+4}^{(0)}=k(c_{2q+2}^{(0)}+c_{q+4}^{(0)}-c_{\mathrm{q}}^{(0)}-\mathrm{c}_{2}^{(0\rangle})+c_{0}=k^{q+2}+6k^{4}-4k^{2}+1
となるので,この範囲では c_{8}\neq c_{r} である.よって,補題4.8の(iii) より f_{s} と f_{r} は互いに素である.
Step 8
s\geq 2q+5 に対し, f_{s} が既約となることを示す.Step 7までの結果より, f_{s} が既約でなければ,可逆元 u と
1\leq r\leq 2q+4 があって
f_{s}=uf_{0}f_{r}
と分解するしかない.このとき,補題4.8の(ii) より c_{s}=c_{0}+c_{r} である.成分を見ると
c_{ $\vartheta$}^{(0)}=c_{r}^{(0)}+1, c_{s-1}^{(0\rangle}=c_{r-1}^{(0)}
となる.しかし, 0 \leq i \leq q+2 では c_{2i}^{(0)} > c_{2i-1}^{(0)} であり,また帰納的に \mathrm{c}_{i+2}^{(0)} \geq  k\mathrm{c}_{i}^{(0)} と c!_{+q}^{0)} \geq  kc_{1}^{(0\rangle} が示され
る. s\geq 2q+5 の範囲では, s が偶数のとき \mathrm{c}_{ $\varepsilon$}^{(0\rangle} \geq kc_{2\mathrm{q}+4}^{(0\rangle} となり c_{ $\varepsilon$}^{(0)}\neq c_{ $\tau$}^{(0\rangle}+1 である.一方, s が奇数のときは
c_{ $\varepsilon$-1}^{(0)}\geq c_{2q+4}^{(0)} なので c_{ $\varepsilon$-1}^{(0)}\neq c_{r-1}^{(0)} である.結局,いずれの場合も c_{ $\varepsilon$}\neq c_{ $\tau$}+c0 なので, f_{s} は既約である.
この計算を用いると,Step 7と同様に, 0\leq s\leq r に対して f_{s} とみが互いに素であることもわかる.
Step 9
方程式 (4.1) がcoprimeness 条件を満たすことは, p=1, q=2 の場合の Step 10と完全に同様である 口
4.2.3. p\geq 3 の場合. p\geq 3 のとき
ip, q+ip, 2q+ip (i=0,1,2, \ldots )
の中に一致するものはない. p, q は互いに素であったので,次の補題が従う.
36
補題4.11. m, n\in \mathbb{Z}\geq 0 とし, s=mp+nq とおく.このとき s は
s=rpq+ip+jq (r\in \mathbb{Z}_{\geq 0},0\leq i\leq q-1,0\leq j\leq p-1)
と一意的に表せる.さらに, s=mp+nq と表せるような s全体と,対 (r, i ,のの全体は1対1に対応する.





1 & (-2p-2q\leq m\leq-1, m\neq-2q)
\end{array}\right.
を代入し,さらにパラメータとして a = b = 1 ととったものを g_{s} とおく. 90 = 0 である.これまでと同様,
1 \leq s\leq 2p+2q に対し gs\neq 0 であることを示す.
Step 1
補題4.11の表記で s=rpq+ip+jq とする.まずは, r=0, 0\leq i\leq q-1, j=0 , 1の範囲を考える.




1 & (i :\text{奇数})\\
2^{k-2} & (i :\text{偶数})
\end{array}\right.
となる.よって g_{ip}\neq 0 である.




とおくと, i\geq 3 で
g_{q+i\mathrm{p}}=\displaystyle \frac{-g_{q+(i-1)p}^{k}g_{ip}^{k}+(g_{q+(i-1)p}^{k}g_{(i-2)p}^{k}+g_{ip}^{k}g_{q+(i-2)p}^{k^{2}})g_{(i-1)p}^{k^{2}-1}}{g_{(l-2)p}^{k}}
= \left\{\begin{array}{ll}
-g_{q+(i-1)\mathrm{p}}^{k}+N_{i-2}(g_{\mathrm{q}+(i-1)p}^{k}+g_{q+(i-2)p}^{k^{2}}) & (i .\text{奇数})\\
-N_{i-2}g_{q+(i-1)p}^{k}+(+Ng_{\mathrm{q}+(i-2)p}^{k^{2}}) & (i .\text{偶数})
\end{array}\right.
となる. 9_{q}+ip^{\equiv 1} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2 なので g_{q}+i_{\mathrm{P}}\neq 0 である.
Step 2





1 & (-2p-2q\leq m\leq-1,m\neq-2p)
\end{array}\right.
を代入し,さらにパラメータとして a=b=1 ととったものを h、とおく.このとき
h_{0}=0, h_{q}=1, h_{2q}=2\neq 0
となることが計算によりわかるので \rangle  f_{2q} は既約である.
Step 3
g_{2q+p},g_{2q+2p}, g_{3q} \neq 0 を示す.補題4.10より, g_{2q+p} = 1 \neq  0 である.また, g_{2q} =0 を用いると g_{2q+2p} =




s=rpq+ip+jq と表記した際の r= 1 の場合を考える.なお,  pr\leq  2p+2q となるのは, p=3, q=4 , 5




以上で, 0\leq s\leq 2p+2q において f_{s} が既約であることがわかった.
Step 5
補題4.8の c^{(0)} が,任意の j\in \mathbb{Z}\geq 0, 0< |i| \leq p-1 に対し
\mathrm{c}_{Jp+i}^{(0)}<c_{Jp}^{(0)}
を満たすことを示す.




y_{-2,-2}=1, y_{m,-2}=y_{m,-1}=y_{-2,n}=y_{-1,n}=0 (-1\leq m\leq q-1, -1\leq n\leq p-1)
となる.方程式より, y_{m,n} は
y_{m,n}=k(y_{m-1,n}+y_{m,n}-1-y_{m-2,n-1}-y_{m-1,n-2})+y_{m-2,n-2}
を満たす. d_{m,n}=y_{m,n}-y_{m-1,n-1} とおくと, d_{m,n} は
d_{m_{)}n}=k(d_{m-1,n}+d_{m,n-1})-d_{m-1,n-1}, d_{m+q,n}=d_{m,n+\mathrm{p}}
を満たす.さらに,最初の部分は
d_{-1,-1}=-1, d_{m,-1}=d_{-1,n}=0 (0\leq m\leq q-1,0\leq n\leq p-1)
となる.よって
d_{m,0}=k^{m}, d_{0,n}=k^{n} (0\leq m\leq q-1,0\leq n\leq p-1)
であり, m, n\geq 1 では明らかに
d_{m,n}>kd_{m-1,n}, d_{m,n}>kd_{m,n-1}
となる.よって m, n\geq 0 では d_{m,n}>0 である.
m, n が -p\leq m-n\leq q を満たす場合,
y_{m,n}=\displaystyle \sum_{\ell}d_{m-\ell,n-\ell}
とかける.ただし和は 0\leq P\leq \mathrm{m}\mathrm{n}(m, n) で取るものとする.よって,この場合は y_{m,n}>0 である.
一般の m \geq  0 に対し y_{m,0} > 0 を示す. -q \leq  m_{0}(p+q)-m \leq  p となる m_{0} \in \mathbb{Z}\geq 0 を取ると, y_{m,0} =
y_{m-m_{0}q,m_{0}p} であり, -p\leq m-m_{0}q-m_{0}p\leq q なので, y_{m,0}>0 となる.
Step 6
補題4.8の c_{s}^{(0)} が, m>0 に対し \mathrm{c}_{mp}^{(0)}\geq c_{(m-1)\mathrm{p}}^{(0)} を満たすことを示す. d_{m,n} を
d_{m,n}=c_{mp+nq}^{(0)}-c_{(m-1)p+(n-1)\mathrm{q}}^{(0)}
で定めると,この d_{m,n} はStep 5と同じ方程式を満たす.よって,Step 5と同様の計算により d_{m,0}\geq kd_{m-1,0} を
示すことができる.
Step 7
0\leq s <t \leq 2p+2q に対し, f_{ $\delta$} とゐが互いに素であることを示す.補題4.8の (iii) より, c_{ $\varepsilon$} \neq 院を示せば
よい.
 m_{s}=\displaystyle \max(c_{s}^{(0)}, \ldots, c_{s-p+1}^{(0)})
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とおくと,Step 5より, m_{8}=\mathrm{c}_{ip}^{(0)}, m_{t}=c_{J\mathrm{P}}^{(0)}, となる i\leq j が存在する. i<j ならば,Step 6より m、 <m_{t} なの
で c_{s}\neq c_{\{} である. i=j ならば,最大値を取る番号が t-s だけずれているので,やはり  c_{s}\neq 傷である.
Step 8
 s\geq 2p+2q+1 に対し, f_{s} が既約であることを示す.他の場合と同様, f_{s} が既約でないならば,可逆元 u と
1\leq r\leq 2p+2q を用いて f, =uf_{r}んと分解するしかない.このとき,補題4.8の(ii) より c_{s}=c_{r}+c_{0} となる
が,Step 5, 6よりこれは不可能である.よって f_{s} は既約である.
Step 9
0\leq s<t に対し f_{s} と f_{t} が互いに素になることは,Step 7と完全に同様にして示される.
Step 10
方程式 (4.1) がcoprimeness 条件を満たすことは, p=1, q=2 の場合の Step 10と完全に同様である.ロ
5. 結論
本稿では,主に方程式 (1.1) について考察した.まず,この方程式に従属変数変換をすることで得られる方
程式 (1.2) のLaurent 性と既約性を,一般の領域に対して証明した.その結果を用いて,もとの方程式 (1.1) が
coprimeness 条件を満たすことを示した.
また,これらの方程式のリダクションによって得られる1次元格子上の方程式についても考察した.基礎体
の標数が 0 かつ方程式のパラメータが関係式を持たない文字変数という仮定のもと,方程式 (4.2) が既約性を持
ちcoprimeness 条件を満たすことを証明した.その結果から,方程式 (4. 1) がcoprimeness 条件を満たすことが
従うことを見た.
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